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1. ElCalculoy las series

Las sumas de progresiones geométricas, con un nimero fingordandos, ya aparecen en la
matematica griega; hemos visto que Arquimides las usa eneslratura de un segmento de para-
bola. En la Edad Media tardia, siglo XIV, aparecen espoafé@nte algunas series para calcular la
distancia recorrida por cuerpos maviles cuando la velocidenbia de un periodo temporal a otro.
Asi Richard Swineshead, apodaéibcaculador de Oxfordpublicé hacia 1350 un tratadbijber
Calculationum en el que, con un largo y tedioso razonamiento puramenbalédogra calcular la
suma de la primera serie no geométrica:

o T =2 Q)

cuya suma representa la velocidad media de un mévil que emenvalo de tiempo unidad y con
velocidad inicial unidad va aumentando su velocidad deach&h unidad cada vez que transcurre
la mitad del tiempo restante.

Nicolas de Oresme en dactatus de configurationibus qualitatum et motyymblicado en
1350, prueba que si se van haciendo sucesivamente las §umals/2+--- 4 1/n}, entonces,
afirma, “la totalidad llegara a ser infinito”. Su razonamieat el mismo que ahora se hace para
probar la divergencia de la serie armodnica, a saber, Oresproga agrupando términos de forma

conveniente:
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Asi mismo, en la citada obra, Oresme probd qule & un entero mayor que layes una cierta

cantidad:
a a 1 a 1\? a 1\3 a 1\"

Oresme razona esta igualdad verbalmente como sigue [

Si una parte proporcional (leésima parte) se quita de alguna cantidag si del
resto que queda vuelve a quitarse la misma parte propotgioasi sucesivamente,
finalmente tal cantidad sera consumida enteramente de fexa@a — no mas, no
menos — por esta forma de sustraccion.

Observa que haciendo= a = 4/3 se obtiene la serie geométrica de razph dsada por Arquimi-
des.
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También proporciona Oresme la siguiente estrategia geicadtara calcular la suma de la
serie @7).

Puesto que aréa,) = 5 y aredB,,) = 57 se deduce que

1,2,8 n
2 48 n -

00 3 00 3 00 1
= Z aredA,) = Z aredB,) = Z T = 2
n=1 n=1 n=1

Oresmes no pretendia usar las series para realizar cafindopara estudiar las paradojas relacio-
nadas con el hecho de que un nimero infinito de cantidadessfimitdiera tener una suma finita,
cuestiones que estan relacionadas con la estructura delway su infinita divisibilidad y con las
aporias de Zenén de Elea.

Las progresiones geométricas establecen un puente ediseleto y lo continuo. Para Gregory
de St. Vincent (1584 - 1667) una serie esaamtinuo divididg en suOpus Geometricur(il647)
escribe: “Llamo serie geométrica a una cantidad finita digickn sucesién ininterrumpida segun
una razén dada cualquiera?][ Fue el primero en afirmar explicitamente que una serieiiafin
puede representar una magnitud. También le debemos elr@irékisis de las paradojas de Zendn
usando series. Descubri6 que la cuadratura de la hipéxpetk es la misma efa, b] que en[c,d|
cuandoa/b = c¢/d, resultado fundamental para la comprension de los logasitynque llevo al
descubrimiento del logaritmo natural por Mercator.

1.1. Los primeros desarrollos en serie

En 1668, Nicholas Mercator (1620 - 1687) publicé un libraléitio Logarithmotechniaen el
que proporcionaba un método para calcular logaritmos bamaél desarrollo en serie del logarit-
mo natural

X x3 X

|Og(1+X):X—E+§—Z+”' (2)



el cual obtuvo usando los resultados de Gregory de St. Vincen

A su vez, este resultado de Mercator fue mejorado por JanegGr(1638 - 1675) que obtuvo

la expansion:
1+x 23 20
log=—= —ox+ 22 4 22 4.
Ogl—x X+ 3 + 5 +

gque converge mas rapidamente que la anterior. A James @regdebe también la serie del arco-
tangente:

x> X!
arctan =x— =+ — =+ ()
Sustituyendoc = 1 resulta
E_l—}—i-}—}—l-
4 3 5 7

Mejores representaciones tese deducen de esta serie haciendo como A. Sahrp (1651 - 1742)

x =1//3, con lo que

L

6 /3 3.3 3.5 3B.7
Con cuya serie calculticon 72 cifras decimales en 1705. Una mejor aproximacion giee evita
el uso de radicales y converge rapidamente, fue obtenid@@hdor John Machin (1680 - 1752).
La idea es expresar/4 = arctan 1 en funcion de dos angulos de tangentes racionatetayuoa de
ellas menor que la unidad. La serie de Machin es:

I[—4arcta1—arctani—4 }—i+i— — L—L_f_;_
4 ng 239 \5 3.5 5.5 239 3.23¢%¢ 5.239

Con ella calculdtcon 100 cifras decimales.

1.2. Newtony las series infinitas

Los principales descubrimientos matematicos de Newtor eamapo del calculo infinitesimal
datan de los llamadasnni Mirabiles1665 y 1666. La Universidad de Cambridge, en la qgue Newton
se habia graduado corbachelor of arteen 1664, estuvo cerrada por la peste esos dos afios. Newton
paso ese tiempo en su casa de Woolsthorpe y, como él mismmwméaincuenta afios después,
ése fue el periodo mas creativo de su vida.

A principios de 1665 descubre el teorema del binomio y elutdlcon las series infinitas. A
finales de ese mismo afio, el método de fluxiones, es decirjcellc@e derivadas. En 1666 el
método inverso de fluxiones y la relacion entre cuadratufasxpnes. En esos dos afios también
inicio las teorias de los colores y de la gravitacion unaefdewton tenia 24 afios, habia nacido el
dia de Navidad de 1642.



Newton habia leido la obra de Walkkgithmetica Infinitorumy siguiendo las ideas de inter-
polacion alli expuestas, descubrié la serie del binomio lgmelleva su nombre. Dicha serie es
una generalizacion del desarrollo del binomio, que era tiewcido para exponentes naturales, y
habia sido muy usado por Pascal para resolver una gran adriedproblemas.

Newton, en su intento de calcular la cuadratura del cirasogecir, de calcular la integral
fol(l— x?)1/2dx, consideré dicha cuadratura como un problema de interigolaelacionandola
con las cuadraturas anélogﬁgs(l—xz)”dx conocidas para exponentes naturaiesN. Newton
tuvo la ocurrencia de sustituir el limite superior de ing@gbn por un valor genéricr. De esta
forma obtuvo las siguientes cuadraturas (Newton no dispdaisimbolo para la integral; usamos,
claro esta, la notacién actual).
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Newton observé que el primer término de cada expresiénggex aumenta en potencias impares,
que los signos algebraicos se van alternando, y que los degtérminostx, 2x3, 3x3, 2x® esta-
ban en progresion aritmética. Razonando por analogiaseupue los dos primeros términos de

Jo(1—t2)Y/2dt deberian ser

x——ﬁ
De la misma manera, procediendo por analogla, pudo encaifgranos términos mas:
(1212 38 B,5 16,7 1B
J(l—t )2t :x—§x3—g>§—7x — 57—

Representando pare= 0,1,2,... por Qu(x) el polinomiof(;((l—tz)”dt, se tiene que

X

f Z ( >2;+1 x2k+1

0

(E) _n(n— 1)(2'_2;'2)3.‘.'.'(;_ K 1), <8> L,
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Donde




Haciendo ahora eQn(x), n=1/2, se obtiene

1 1 1
_2 8 1647 128,09 .
Qua) =x- 50~ - B 1y

Lo que llevé a Newton a concluir que

fl t2)Y2dt = Qy/2(x)
0

oo 1 n
5\ (—1 o _— . .
DondeQ;/2(X) = 2 (—)XZ”Jrl es una suma con infinitos términos. A partir de aqui, New-
/ n
n=

2n+1
ton dedujo el desarrollo dd — x?)/2 por derivacion.
1 1 1
a-xp2o1-te ta 1o 1s

2 8 16 128
Newton nunca publicé su teorema binomial, ni dio una deraoitn general del mismo. La primera
vez que aparecié en un texto impreso fue en 1685 en un libroadlés\(¢jue reconoce la autoria de
Newton), tituladoTreatise of AlgebraNewton mismo, en una carta a Henry Oldenburg, el secretario
de la Royal Society, conocida comoHaistola Prior (junio de 1676), expone el teorema binomial,
a requerimiento de Leibniz, con estas oscuras palabras:

Las extracciones de raices resultan muy abreviadas parehta

m—n m—2n m—3n
2n BQ+ 3n cQ+ 4n
dondeP + PQ representa una cantidad cuya raiz o potencia, o cuya rainalpatencia se
necesita calcular, siendkel primer término de esa cantid&@l|os términos restantes divididos
por el primero, y¥ el indice numérico de las potencias ®le- PQ... Por ultimoA = pm/n,

B= TAQ C = T-"BQy asi sucesivamente.

(P+pQmn—pmn T SAQ+ DQ+etc

Newton era consciente de que su forma de razonar por analogia rigurosa por lo que comprobé
su resultado de varias formas. Aplicé su algoritmo a diverssultados conocidos, comprobando
gue las soluciones obtenidas eran siempre correctascrantigsla serie de Mercator para el lo-
garitmo y obtuvo las series del arcoseno y del seno. Poocigue es en este contexto de la serie
binomial cuando Newton usa por primera vez exponentesifraaios o negativos para realizar
célculos rutinarios.

Newton encontré que el método de desarrollos en serie migpaba un algoritmo casi uni-
versal para calcular cuadraturas y resolver multitud délpneas. En su obrBe analysi per ae-
gquationes numero terminorum infinitasscrita en 1669 y publicada en 1711, aunque circulaba en
forma manuscrita entre los colegas y conocidos de Newtapugp un método para cuadrar una
curva consistente en tres reglas:



m+n

ax n .

. . , na
1. El &rea bajo la curva de ecuacign- ax™" es mn

2. Silaecuacioly = y(x) de la curva estd dada por un nimero finito de térmyaasy + ys +
.-+, el area bajo la curvges igual a la suma de las areas de todos los térmings, ys,. ..

3. Si la curva tiene una forma mas complicada, entonces detmrdllarse la ecuacion de la
curva en una serie del tigpayx'*, donder es un nimero racional, y aplicar las reglas 1y 2.

Debe notarse que Newton supuso que cualquier cantidadiearaknte expresada podia desarro-
llarse en una serie de la fornyeax'x, dondery es un nimero racional, serie que puede ser cuadrada
término a término usando laregla 1.

Veamos un ejemplo de esta forma de proceder. Se trata déamajé(f’ VX —x2dx. Newton
procede como sigue

(X—X2)H2 = xb/2(1 )12 — 532 _ %XS/Z _ %X5/2 Y Lo

16 128
Por tanto
1/4 1/4
2 1 1 1 5
Sv2g - |22 L Loap Ligp S up
! (x=x)" ax 3 5 280 72 704" .
2 11 1 5 @
3.2 5.25 2827 72.29 70424
A
y=vx—x
C
A B g

O
Figura 1. Cuadraturﬁjl/4 VX —x2dx

En la figural se ha representado el semicirculo de cefity@,0) y radio 1/2. El sector circular
COAtiene amplitudrt/3 por lo que su area es la tercera parte de la del semicircutieair,m/24.
ComoBC = v/3/4, el area del trianguiBOC es+/3/32. Por otra parte, la integral calculada éj (
es el area de la regiORCB. Por tanto:

1/4 Vi

_y2\1/2 yo_
!(x X%) dx+32 >4



Deducimos que

3V3 <2 1 1 1 5 )

_2V2 .04 _ _ _ _ .
M= T\ 33 55 282 7229 70421

Y de esta forma, Newton expresa la cuadratura del circuloyptio de una serie infinita que,
ademas, converge rapidamente.

Newton utiliz6 series para resolver ecuaciones diferéeide primer ordert; asi, para inte-
grar
V=2+43x—2y+x°+ X%y

Supone que
y=Ag+AX+ A+ -

Entonces
y: A1+2A2X+3A3X2+

Sustituyendo estos valores en la ecuacion e igualando iemeéis de las mismas potenciasxile
obtiene
Ar=2—-Ag, 2A=3-2A;, 3A3=1+Ap—2A,,...

Se determinan asi Id%, el hecho de quég queda indeterminado y que por lo tanto existen infinitas
soluciones fue advertido, pero la importancia de una cotestarbitraria no fue plenamente apre-
ciada hasta aproximadamente 1750. Leibniz resolvié akjanaaciones diferenciales elementales
por medio de series y utilizé también el método anterior ddicientes indeterminados.

EnDe AnalysiNewton aplica su método dgroximaciones sucesiv@sra el calculo de solu-
ciones de una ecuacién, el ahora conocido camtodo de Newtgmpara revertir (invertir) series.
Dicho método aplicado a la serie:

Y=gt

le llevo a:

1 1 1 1
X—y+§y2+6y3+ﬂy4+ﬁ)y5+"‘

Ya quey = log(1+Xx), o seax= €’ —1, lo que ha obtenido Newton es el desarrollo por primera vez
de la funcién exponencial:

1 1 1 1
eV:l+y+§y2+éy3+ﬂy4+@y5+m

También obtuvo por primera vez la serie del seno de la sigufenma [/]. Consideremos la cir-
cunferencia® 4 y? = 1 como en la figura siguiente.



1—x2

El nimerod = arcserx es el doble del area del sector circulR Newton, después de haber
integradoy/ 1 — x2 usando la serie binomial, sabia que el area del segn@P@Rera

1
B 6X3 )é 112
Se deduce que

arcserx:ﬁ:Z( ——x3——x5——x +- >—xﬂ:

112

- 1, 1. 1, 1, 1, 1, -
_2<x X4+ —x° X'+ > x(l -3 6 >_

Invirtiendo esta serie, Newton obtiene la serie para el yes®da cuenta de labvia sucesiéon de
los coeficientes:

2n+1 oo
Senx = —X COSX = —
Z) 2n +1)! ’ n;(

La confianza de Newton en los procesos infinitos queda redfledadas siguientes palabras de la
citada obraDe analysi

Todo lo que el analisis comUn [es decir, el algebra] realmarpedio de ecuaciones con un
namero finito de términos, este nuevo método puede siempisegair lo mismo por medio

10



de ecuaciones infinitas, de tal forma que no he tenido ninguda en darle asimismo el
nombre de analisis. Porque el razonamiento en éste no esmienm que en el otro; ni las
ecuaciones menos exactas; aunque nosotros los mortay@spoder de razonamiento esta
confinado dentro de estrechos limites, no podemos expresampoco concebir todos los
términos de esas ecuaciones como para conocer exactanpantie de ellas las cantidades que
deseamos. .. Para terminar, podemos considerar todo estopeoteneciente dlrte Analitica
con cuya ayuda pueden ser determinadas de una manera exgcEgtricamente las areas,
longitudes, etc., de curvas.

Es decir, Newton no s6lo descubri6 el teorema binomial sireolas series infinitas proporcionaban
un método de analisis con la misma consistencia internalcgigebra de ecuaciones finitas. De
manera que, para Newton, las series infinitas no eran masmgupaute del algebra, un algebra
superior que trata de un nimero infinito de términos en lugamdndmero finito.

1.3. Eulery el célculo con series

Como la mayoria de los matemaéticos del siglo XVIII, Euleohiptables aportaciones al calcu-
lo con series infinitas. Para hacernos una idea de cémoadtab&juler vamos a reproducir su de-
sarrollo en serie de la funcién exponencial tal como apagecel Volumen | de su famosa obra
Introductio in Analysin Infinitorung[Z], pg. 531).

Dadoa > 1, Euler escribe@® = 1+ kw, dondew debe considerarse un nimendinitamente
pequefid“tan pequefio que justamente no es igual a cer&eg una constante que solo depende
dea. Para cualquier nimero reapongamog = x/w; entonces

a'=al® = (1+kw) = (1+kx/j)l,

y desarrollando por el binomio de Newton

o, d k=) (kO j=D(-2) (ke
a=lta7 7)) * 3l i)

Comow es infinitamente pequefipges infinitamente grande, lo que permite a Euler suponer que

YR R b
J | |
Para concluir que
kx (kx)?  (kx)3
X __
e TR TR T
Y haciendox =1
k 2 K3
a:1+ﬂ+z+§+---
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_ log(1 .
Puesto que park= 1 se tiene que log= M =1 (puesw es infinitamente pequefio), se

sigue que log = 1. Este nimero Euler lo representa con el simbolo e. Por tanto

U
e= +ﬂ+z+§+‘“

Usando esta serie, Euler calcula e=2.7182818284590460383. con 23 cifras decimales. Natu-
ralmente, la hipétesis de quees “infinitamente pequefio” puede evitarse sin mas que usiaedi.

Se debe también a Euler la divulgacién a través de sus esdetsimbolat para representar
el cociente entre la longitud de una circunferencia y la ddidmetro; asi mismo, en sus Ultimas
obras introdujo el simbolbpara representar a la unidad imaginayia 1. También le debemos las
abreviaturas que seguimos usando para representar lasrfemelementales, asi como el empleo
del simboloz para indicar una suma, y, como indicamos en su momento,daioatf (x) para in-
dicar el valor de una funciéhen un numera. Ya en 1740, Euler, en una carta a Jean Bernoulli, usa
exponentes imaginarios y escribe la igualdéfr_éJr e *V~1 — 2cos. Las conocidas identidades
de Euler aparecieron en su obnéroductio

Veamos otro ejemplo del proceder de Euler; concretamentélsulo de la suma de la serie de
los inversos de los cuadrados de los nimeros naturalesal@idg en una carta a Leibniz en 1673,
preguntaba por la suma de esta serie, pero Leibniz no regpdiadnpoco pudo calcularla Jacques
Bernoulli. Euler parte de la serie conocida

x> X!

SeIX =X — g — =

0 bien, para # 0:
serx NG N X X8 N

x = 3 5 7
Interpretando la expresion de la derecha como un polinomig sus raices son los nUmenos
paran entero, poniende? =y, Euler considera la siguiente “ecuacion”:

2
LY Y

0_1_§+§_ﬁ+'"
Cuyas soluciones saw 1@ conn=1,2,3,.... Era sabido que la suma de los inversos de las raices
de una ecuacion algebraica cuyo término independientelvateigual al opuesto del coeficiente

del término de grado uno. Euler, tratando una serie coma@sifun polinomio, concluye que

LA S T
™® 2 P 427 6 an_ 6

4 4 [ H 21 2 H H H
De hecho, Euler fue un poco mas alla y “factoriz6” %; + § — § +--- como si fuera un polinomio

12



por medio de un producto infinito:

x2x4><6
BT TR

R e
o) (- 22) )

Igualando coeficientes et vuelve a obtener qug‘,’f:ln—l2 = %. Euler era consciente de que sus
razonamientos no estaban bien justificados, y en su obf81b8) da una nueva demostracion,
ahora rigurosa, de este resultado.

Por otra parte, puesto que

sex _, x xt 0 XN 2N ¢
X 31 51 71 1212 22TP 3321

Haciendo en esta igualdad= 11/2 se obtiene

2 1 1 1 1 1 1 31535  1-3-3:5:5:7:7-9--
T 4 16 36 41636  2-2-4-4-6-6-8-8---

que es la conocida formula de Wallis.

Euler establecié una conexién entre la serie armoénica y losenos primos que puede ser
considerada el inicio de la teoria analitica de numeros@lsorprendente “igualdad”

1+1+1+1+1_ ~2:3.5.7-11-13.- )
2 3 4 5 T 1.2.4.6-10-12---
donde, explica Euler, “el numerador en la derecha es el ptodie todos los niimeros primos y el

denominador el producto de todos los nimeros una unidadregegae los primos”.

Euler empieza su “prueba” escribienfie= 1+ 5 + £+ % + £ + - -, él sabe qu&es una cantidad
infinita, no es en absoluto un nimero, pero eso no va a detgnen sus calculos tracomo si
fuera un nimero con las reglas usuales. Asi, escribe:

1 1 11 1 1 1 1.1 1 1 11 1.1
3575735 <1+2+3+4+5jL > <2 AR BT >_1+3+5+7“ngL ©)

Y observa que en la serie obtenida no hay denominadores péukplicando esta serie p(% obtiene:

i, b, 1 1 1,
3\2°) " 3"9"15" 21" 27

Y sustrayendo esta serie de la anter)r (

1. 1/1 1.2 11 1 1 1,111 1
—S——<—S> S<1++++9 )( + =+ o= +>

27 3\2 23 3'5'7 3tot it
W S AP A
TT'sT7711713

13



Y en esta Ultima serie los denominadores no contienen a 2 micen® factores. La siguiente etapa de este
proceso seria
1.2 11.2 1.2.4
2.3 52.3 2-3-5

Y T I A AR O - TR
“\"'s"7T11 713 52535 55 65 -

T
ST 7 11 1317

Y en la serie obtenida los denominadores no contienen a 23,miaa 5 como factores. Para Euler el proceso
ya esta claro: en cada etapa removemos todos los denoresaga son divisibles por un primo y generamos
una serie reducida que empieza em% en la que en el siguiente paso eliminaremos los denominsdore
divisibles por el primop. Alguien como Euler, que no se asusta con los procesos o¥jmibncluye que
después de una infinitud de divisiones y sustracciones aithanos:

1.2:4-6-10-12. --
23571013 > ©

Y multiplicando en cruz resulta finalmente

g 1,111 o 23571113
2'3"4'577 77712461012

¢No es asombroso?

Para sacar algo de provecho a este ingenioso razonamieBiolele observemos que para todo natural

p=2:
p 1 1
p—1 1-3 n;p“

Por lo que, si representamos el conjunto de todos los primos, podemos escribir la igub@aen la

:plll—% (7)

Si p,g,r son nimeros primos, los inversos de los nimeros de la fpfafa' donden, m, | e NU {0}, tienen

forma:

una suma finita pues dicha suma es:

ad 1 > 1 > 1 ® 1 1 1 1
n.,r%_op"qmr'—@pn)(éoqm><.;r'>—l—%l—al—%

Deducimos de la igualdadlque hay infinitos nimeros primos. Aunque los razonamientoSuder pueden

calificarse denatemagicasesta Ultima afirmacion puede probarse de manera impecallgiade las ideas
desarrolladas usando la divergencia de la serie armongank manera bastante llamativa de probar un
resultado conocido desde la antigiiedad. Te lo dejo pareochegias ta.

14



Aungue la igualdad’ carece de sentido, Euler, después de probarla, afirih82y4) que también se
cumple para potencias cualesquiera, aunque él esta pensambtencias enteras, es decir que gar&l se

verifica la igualdad:
=1 1
Z R ]
n=1 pe ps
De hecho, esta igualdad es valida y hay convergencia pavaitadero complejgc C con Rés) > 1. Dicha

igualdad es conocida conpsoducto de EulerLa serie de la izquierda permite definir, por extensionitinal
aC\ {1}, la famos&uncion zetale Riemann.

1.4. El problema de la convergencia y la divergencia

En esta seccion sigo muy de cerca el libth En los trabajos sobre series del siglo XVIII dominoé el
punto de vista formal, su justificacion estaba en la utilidados resultados obtenidos sin que preocuparan
mucho las cuestiones de convergencia o divergencia. Nelsimiz, Euler e incluso Lagrange consideraban
las series de potencias como una extension del algebraidemdads y no advertian que al extender las sumas
a un numero infinito de términos estaban dando lugar a nueebéemas. Era justamente la carencia de un
concepto preciso de limite lo que llevaba a los matematieda dpoca a contemplar el calculo infinitesimal
de un modo ingenuo, como una extension del algebra. Acabdenesr algunos ejemplos de cémo trabajaba
Euler con series sin preocuparse de su posible convergenaastante obtenia resultados que posteriormente
o0 bien han podido probarse de manera rigurosa o, cuandooati@rposible, han proporcionado las ideas clave
para probar resultados de gran utilidad, especialmentoeiatanalitica de nimeros. Pero a veces se obtenian
resultados muy sorprendentes, sobre todo cuando trabajaba&eries divergentes. Veamos algunos ejemplos.

SeaS=1-1+1-1+1-1+---.EntonceS—1=—(1-14+1—1+---) = —S LuegoS=1/2.
A este resultado también se llega haciehdol en la igualdadll? =1-t+t2—t34t4 -84

¢ Te parece un disparate? Veamosy 8} es una serie numérica convergente, entonces la Seqe'
0 0

converge uniformemente é@ 1] y !ml Z ct" = Z cn. Este resultado se conoce cotaorema limite de Abel
IGtt=1 n=1

Se dice que una serjga, es sumable en el sentido de Abelsumable, si existe el Iimitte Il|r§ ant", cuyo
—

valor se llama laA-suma o suma de Abel de la serie. Acabamos de ver que la sefie-11 — 11 1-1+---
esA-sumable y stA-suma es 12. Es decir, el teorema limite de Abel permite asignar unrvalmnérico a
algunas series que no son convergentes en sentido usual.siaderde con ello porque dicho teorema nos
dice que toda serie convergente en el sentido usual es Afneltde y SUA-suma coincide con su suma.
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SeaB=1-2+3-4+5—6+---. Entonces

B=1+(—24+3—-4+5-6+-)
=1-(1-1+1-1+1-1+---)—(1-24+3—-4+5—-6+---)
=1-A-B

LuegoB = 1/4. Esto es correcto si interpretamos la suma en el sentidddkeplies se tiene que:

[ee] (o] d [ee]
f) =S (D" nt"=t § (-1)" Int"t=t— § (-1 4"
nZ]_ n=1 dth]_
B d, g n—1ln-1 _ i . _t\n—1_ i _t = t
B dttn:( Dl _tdttn;( R =t 1+t)  (1+1)2

Claramentet Iilnf (t) = 1/4. Es decir, la serig (—-1)"n=1-2+3-4+5-6+--- esA-sumable y su
—
A-sumaes 14.

Hay otras formas de asociar un significado a ciertas seresigson convergentes en el sentido usual.
Pero antes que nada era necesario precisar el conceptovdggancia para series.

La distincion entre convergencia y divergencia habia saitepida en cuenta por algunos matematicos
del siglo XVII. De hecho, los términos “convergente” y “digente” fueron empleados en 1668 por James
Gregory, pero no desarrollo sus ideas. Newton reconociédasidad de examinar la convergencia, pero no
pas6 de afirmar que, para valores pequefios de la variabéerias de potencias convergen al menos tan bien
como la serie geométrica.

También Leibniz mostré cierto interés acerca de la conveigey en una carta del 25 de octubre de 1713
indicé a Jean Bernoulli lo que hoy es un teorema, a saber, npserie cuyos términos alternan de signo y
decrecen en valor absoluto monétonamente hacia cero, esrgente.

Edward Waring (1734-98), Lucasian Professor de matensdénda universidad de Cambridge, probé
. . 1 .
gue las series (que ahora llamamos “de Rmma@”%; convergen para > 1y divergen para < 1.
1

nz
En 1768 D’Alembert dio un criterio para la convergencia #ltsode una serig a,, a saber: que exista
un nimero < p < 1 tal que para todo mayor o igual que un ciertiy se verifique quéa,1|/|an| < p.

Cauchy en siCourse d'analys€1821) al principio del Capitulo VI da las siguientes defomes:

Se llamaseriea una sucesion indefinida de cantidaagsi, U, us, . .. que derivan unas de otras segin una ley de-
terminada. Estas cantidades son ellas mismas los diferaateninos de la serie considerada. Sea

S =Up+U;+Uz+ -+ Uy 1 la suma de los primeras términos,n designando un ndmero entero cualquie-

ra. Si, para valores desiempre crecientes, la surBase aproxima indefinidamente a un cierto linBese dira

que la serie esonvergentg el limite en cuestion se llamasumade la serie. Al contrario, si mientras qoe
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crece indefinidamente, la sura no se aproxima a ningun limite fijo, se dird que la serigligsrgentey no

tendra suma.
Un poco més adelante, después de estudiar la serie geanthitiéc

Para que la seriep+ U + Uz + Uz + ... Sea convergente es necesario y suficiente que para
valores infinitamente grandes del nimaertas sumass,, .1, S 2,... difieran del limiteS, y
en consecuencia entre ellas, por cantidades infinitameifisiias.

La necesidad de esta condicion es clara pero Cauchy no poibiar su suficiencia porque todavia no se habia
establecido la propiedad de complitud de los nimeros redlies demostracion rigurosa de lo que ahora
conocemos como “condicién de Cauchy” requiere la constiaqarevia del cuerpo de los nimeros reales.

Cauchy establece en este libro una serie de criterios deergancia para series de términos positivos,
entre ellos, el que ahora se conoce como “criterio de Cauehgtial pasé inadvertido y fue redescubierto
por Hadamard en 1892 y es un resultado fundamental pardaraéduadio de convergencia de una serie de
potencias compleja. El estudio de los criterios de conveligeara series refleja el cambio radical en la forma
de entender el Analisis con respecto a la tradicion del sfyihl. Cauchy establece la convergencia de una

serie bajo convenientes hipotesis sobre su término gesiarakcesidad de conocer el valor de la suma de la
serie.

También “demuestra” Cauchy un teorema que afirmal@sema de una serie de funciones continuas es
una funcion continualn sencillo ejemplo prueba que Cauchy se equivoca. La Seriéx) donde

1
(n—1)x+1 nx+1

Un(X) = (x>-1)

. 1 L
cuyas sumas parciales sGg(x) =1— o1 tiene como suma la funcié8x) = 1 parax > —1,x#0, y
S(0) = 0, que es discontinua en 0.

Poco tiempo después, en 1826, Abel, en un articulo sobrenleergencia de la serie binomial, observo
gue este resultado de Cauchy “debia tener excepcionesgrguama forma educada de decir que el teorema
era falso y necesitaba hipétesis adicionales. No obstadiel, también cometié errores parecidos en sus
demostraciones. La razdn de esto es el uso de los infinitesiraa las demostraciones que impedia ver las
relaciones de dependencia entre las distintas variabégsrddmente, es el conceptoamnvergencia uniforme
el que se necesita para que el teorema de Cauchy sea cabiebimconcepto fue introducido por Weierstrass
en sus clases de la Universidad de Berlin a principio de los 4660.
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1.5. El problema de la cuerda vibrante y las series trigonontécas

1Las series trigonométricas surgieron en la Matematica sigkel XVIII, en relacion con el estudio de
las pequefias oscilaciones de medios elasticos, pero casme®, su influencia fue decisiva en el desarrollo
del Analisis a lo largo del siglo XIX. Es realmente sorpramdda omnipresencia del tema en multitud de
situaciones, de tal modo que puede rastrearse su presenctamotivador de gran parte de los desarrollos
mas importantes acaecidos en este siglo, desde la evoliei@amocion misma de funcién hasta el comienzo
de la topologia o los niumeros transfinitos, pasando por ahdd#® de las distintas nociones de integracion.

Unaserie trigonométricas cualquier serie de la forma
o
>+ > (ancognmx/¢) + by ser(nmx/£)) (8)
n>1
dondean, b, son constantes llamadas coeficientes de la serie. Obsezvgedtata de una serie de funciones
periddicas con perioda/2

La posibilidad de representar una funcion dada por medimdeaerie trigonométrica aparece por primera
vez a mediados del siglo XVIII en los trabajos de LeonharceE(1l701-1783) y de Daniel Bernoulli (1700-
1782) sobre el problema de la cuerda vibrante.

Es sabido que un punto material de masgue se mueve sin rozamiento a lo largo de una recta, que
suponemos es el eje de ordenadas, sometido a la atraccida figeniza central, que suponemos situada en el
origen, proporcional al desplazamiento y que se opone ahgjigiene dado por la ED

o? k
SO=—2y)  (k>0) ©)
Cuya solucién general es
k
y(t) =Cyser{wt) +Cycoq wt) W=/ (10)

En 1727, Johann Bernoulli considero el casmgeintos materiales con igual masa, dispuestos a igual distan
cia,//n, alolargo de una cuerda o varilla elastica ideal, sin pestpmbitud/, situada sobre el eje de abscisas
y asimilada al intervald0, ¢], cuyos extremos se mantienen tensos y fijados. La varilljrjoialmente esta

en reposo, se desplaza de su posicién inicial y se sueltaooquel empieza a oscilar. Se supone que las os-
cilaciones son de amplitud pequefia y que la tensié@n la varilla (Que podemos imaginar como una cuerda
ideal de violin) es constante a lo largo de la misma.

Analizando el movimiento de la masa k-ésima, J. Bernoutibprque su desplazamiento vertical venia
dado por

2
%(t) = (%)2 (Vera(t) = 20c(t) + Vi) k=1,2,...,n—1

1En el resto de esta secci6n he seguido muy de cerca los ®dBhj§4], [1] y [9] copiando y pegando diversos
pasajes de los mismos.
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Dondea? = (T /M siendoM la masa total. En 1747, Jean Le Rond dAlembert (1717 - 1788)di® este
mismo problema pero considerando la varilla como un meditimgeo. Lo que hizo fue reemplazar en las
ecuaciones anteriorgg pory(t,k) y ¢/n por Ax. Con ello

d t, —2y(t, t,X—
atiyz/(hx):azy( X+ AX) Z(yA(X)§)+y( X— AX)

dAlembert consideré que cuandgose hace infinitoax tiende a cero, por lo que la igualdad anterior se

gtiz(t,x) = azg—Z(t,x) (11)

donde ahor@? = T /o, siendoo la densidad lineal de masa (masa por unidad de longitudyegijgaasi, por

convierte en:

primera vez, la que ahora se llama ecuacién de ondas en ueagslén. Ya que la varilla esté fijada por sus
extremox =0y x = /¢, la solucion debe satisfacer lesndiciones de contorno

y(t,0)=0, y(t,¢)=0 (t>0). (12)

En el momento iniciat = 0, la varilla se desplaza hasta adoptar la forma de una cada gory = f(x) y
después se suelta, lo que significa que la velocidad inianes Estasondiciones inicialesse traducen por:

y(0,x) = f(x), g—i’(o, X)=0 o< x<U. (13)

y=f(x)

Y

E T
Figura 2. Varilla

& = at+x
n = at—x
y*(&,n), e indicando con subindices las derivadas parciales resaédas correspondientes variables, se tiene

Haciendo en la ecuaciéril) el cambio de variables dado p{r } poniendoy(t,x) =

que

Yoo = Yo 2Ygn TV

Yoo = @Vt gy o)
Por lo que, en las nuevas variables/gs- a’yyx = 4a2ygn. Es inmediato qug;, =0 tiene como solucién gene-

raly*(&,n) = 3(&) + %LlJ(r]), donde hemos puesto el factbpara ajustar los calculos que siguen. Deducimos
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que

y(t,x) = %(p(at+x) + %w(at— X) (14)
Hasta ahora, lo que dAlembert ha probado es que toda soldeitmEDP {1) es de la formai4) donde@
y U son funciones cualesquiera de cl&@e Es facil probar también la afirmacion reciproca por susititu
directa de {4) en (11).

Queda imponer quelf) verifique las condicioned @) y (13).
yt.o)=0 1 _ ] d@a)+y(@)=0= ¢=-y
y(t,£)=0 elat+0)+P(at—¢) =0 = @(at+¢) = plat— )

Deducimos quep es periddica con periodo2La condiciéna—y(o, x) = 0 implica, teniendo en cuenta4) y

ot
quep= —\, que
P = (%) = ox) =-a(—x) (15)
y obtenemos que es una funcién impar. Finalmente, la condicidf, x) = f(x) implica por (L4) y por ser
W(—x) = —@(—x) = @(x), que@(x) = f(x) para 0< x < £. En resumen:

y(t,x) = %(p(at+ X) — %(p(at —X) (16)

Donde@ es una funcion impar, periddica con periododuie coincide corf en [0,¢]. Claramente, en las
condiciones dadas, hay una Gnica solugpara cada posicion inicigl = f(x). DAlembert consideraba

las funciones como expresiones analiticas y, por tant@ssfuhciones coinciden en un intervalo deben ser

idénticas. Por tanto, la funciéhdebe ser la mismay, en particularf debe ser de clasg’.

En 1749, Euler presenta el primero de los 15 trabajos quedlediste problema, iniciando asi un debate

gue duro cerca de 50 afios y en el que intervinieron la mayerlasigrandes matematicos de la época. La

solucién de Euler no difiere técnicamente de la de dAlemberigue si el método de deduccion. Partiendo de

la posicion inicialu(0,x) = f(x) de la cuerda, obtiene geométricamente la solucion en laeform

u(t,x) = %f(at+x) + %f(x—at)

Dondef es la extension impar, periédica con periodad2 f. Para Euler, esta ecuacion funcional describe

totalmente el fenémeno fisico y, puesto que podemos eldgirariamente la forma inicial de la cuerda (y

Euler pone concretamente el ejemplo de una poligofiglyede ser totalmente arbitraria, es decir, “regular y

contenida en una cierta ecuacion, o irregular y mecéanica”.

El problema subyacente en esta polémica estriba, en prigar,len la nocién misma de funcién, que

Euler y DAlembert utilizaban con el mismo nombre, pero camiicados distintos. En general, la idea de

funcion no habia sido definida con claridad. Para los maieagatlel XVIII la nocién mas aceptada es la
adoptada por el propio Euler en el Capitulo | de su faniosoductio in Analysin Infinitorumpublicado en
1748:
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Una funcién de una cantidad variable es cualquier expresiéiitica formada con la cantidad
variable y con niumeros o cantidades constantes.

Parece ser que el problema de la cuerda vibrante le llevé hamragte concepto de funcién. Euler distinguia
dos tipos de funciones: aquellas que pueden expresarsantedna sola formula analitica del tipe- f(x),

a las que llamaba continuas (esta idea de continuidad ne tiada que ver con la actual), y aquellas que
se obtienen enganchando trozos de estas funciones; pgylejem semicirculo seguido por un trozo de una
parabola. Este tipo de funciones, a las que llamaban disc@asto geométricas o mecanicas, no eran admitidas
por DAlembert.

Realmente, las funciones admitidas por Euler como posicigral de la cuerda serian lo que en len-
guaje moderno llamariamos “funciones continuas, de @asetrozos”. De hecho, las confrontaciones mas
intensas entre Euler y DAlembert se referian a la posillitia considerar como funciones vélidas a las que
tuvieran “picos” (como las poligonales), es decir, conwdata discontinua en algunos puntos. Euler admitia
las objeciones de DAlembert desde el punto de vista del, jigoo defendia la necesidad de encontrar nuevos
instrumentos matematicos para extender las leyes dele#@lonocido a situaciones mas generales, justificada
en todo caso por la evidencia fisica del problema.

Un nuevo episodio en este debate lo protagonizé el amigo e Baniel Bernoulli. Este era esencial-
mente lo que hoy llamariamos un fisico matematico. Por lefoargumentos fisicos prevalecian para él sobre
los razonamientos matematicos. En consecuencia, retamasdirgumentos de su padre Johann, propuso
en 1753 que la posicion general de la cuerda debiera obéepersuperposicion (o sea,combinacion lineal,
eventualmente infinita) de vibraciones elementales sidakes. Mas precisamente, hizo el siguiente analisis.

Supondremos, por comodidad, gie Tty a= 1. Si se toma como posicién inicial la funciér(0,x) =
ser(nx), la solucion correspondiente sera:
1
> (sen(n(x+t)) +ser(n(x—t))) = cognt) ser(nx)

Ahora viene la afirmacién atrevida de Bernoulli: cualquierdion f (x) puede expresarse en la forma:
f(x)= Z bnser(nx) 17)
n=1
En cuyo caso, como la ecuacion de ondas es lineal, la solgeigeral debe ser de la forma:
y(t,x) = z bn cog(nt) ser(nx) (18)
n=1
En el caso general de que la longitud de la varilld gl valor del parametro esseria:
il nart nTt
y(t,x) = nZl bn cos(Tt) sen(Tx) (19)
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Obviamente, en la época de D. Bernoulli el concepto de serferttiones, no estaba aun bien definido, por lo
que en este punto la seritdj ha de ser interpretada de manera formal. Sin embargo, lmtgresa es que D.
Bernoulli entendié que la superposicion de las solucionegspondientes a los armoniagg0, x) = ser(nx)
permite construir clases mas generales de solucionesljle (

La razén que daba Bernoulli para afirmar la posibilidad dshdello (L7) es quehabia suficientes coefi-
cientes k para conseguirlo, pero no decia nada de como podian calewmhos coeficientes.

La solucién de Bernoulli fue rechazada por Euler por no seufeientemente general. Euler afirmaba
gue una funcién que se obtuviera por composicion de sines@dmo enX7), debia ser impar y periddica
y tener otras regularidades. En particular, debia serseptable por una sola formula analitica, es decir, que
en su terminologia, seria una funcién “continua” lo que @feclpor ejemplo, a una linea poligonal. Dicho de
otra forma, para Euler la parte de la derecha de la igualtgdeé lo que él llama una funcién sometida a ley
de continuidad, es decir, representada por una sola egprasalitica; mientras que la parte de la izquierda
puede ser una funcién geométrica obtenida pegando trozearde funciones o, simplemente, “trazada al
azar” con la mano.

Las discusiones entre dAlembert, Euler y D. Bernoulli, endae a partir de 1759 también intervino de
forma importante Lagrange, se prolongaron por una décadiegar a ningin acuerdo. Lo que estaba en
cuestion era el propio concepto de funcion, y la clase dddaes que se podian representar como superposi-
cion de funciones sinusoidales y la idea de prolongacidliteaa seguln la cual se admitia que dos funciones
definidas por “expresiones analiticas” que coinciden emtemialo debian ser idénticas.

1.6. Laecuacion del calory las series de Fourier

La maquina de vapor (James Watt, 1769), protagonista iilide de la Primera Revolucion Industrial,
asi como otros problemas de interés cientifico o técnicayaron el interés por desarrollar una teoria mate-
matica de la difusién del calor, dando asi lugar a los inide termodinamica. En el afio 1811 la Academia
de Ciencias de Paris propuso el problema de la propagadiéaldecomo materia del gran premio que seria
asignado en 1812. Este premio fue ganado por el mateméticicy francés Jean Baptiste-Joseph Fourier.
El trabajo que presentd Fourier se tituldtigorie du mouvement de la chaleur dans les corps sofiddl ),

y era una revision de otro trabajo inicifliémoire sur la propagation de la chaleur dans les corps ssid
(1807), el cual también habia sido presentado a la Academi®@7 pero habia sido rechazado. El trabajo
de 1811, aunque ganador del premio, no fue publicado poradaéia porque, segun el jurado formado por
Lagrange, Laplace, Lacroix y Monge “la manera en la que @rdl#ga a sus ecuaciones no esta exenta de di-
ficultades y su analisis para integrarlas deja alin algo cgeadesea respecto a la generalidad, sea incluso del
lado del rigor”. En 1822 Fourier publico por su cuenta swlibihéorie analytique de la chalegue muy pron-

to fue considerado como una de las grandes obras de la Fiatearidtica y donde incluyé parte de su trabajo
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de 1812. Finalmente, Fourier, siendo ya Secretario Peyltla Academia, logré publicar su trabajo gana-
dor de 1812 en dos partes aparecidas en 1824 y 1826. Fowienfhombre comprometido con su tiempo,
consideraba el analisis infinitesimal como la principat&mienta para comprender los fenémenos naturales,
firmemente convencido de que las ecuaciones diferenciptssdas en datos experimentales previos eran el
modelo adecuado para ello, fue el prototipo de lo que hoyidereamos un “matematico aplicado”.

De los diversos problemas de conduccién del calor estusliaoloFourier, vamos a considerar el caso mas
sencillo de una barra cilindrica alargada de longitugtomogénea y delgada, cuyos extremos se mantienen a
0°C y cuya superficie lateral estd aislada. Se supone que la tetaeen cada seccion vertical de la barra
es constante, y que la distribucion de la temperatura Irésté dada por una funcion conocifle) que nos
da la temperatura en el momente 0 de la seccion de la barra de absciskourier demostré, sobre la base
de principios fisicos, que la funcidst,x) que da el valor de la temperatura en la seccion de absenal
tiempot debe satisfacer la siguiente ecuacion diferencial, llaneadiacion del calor en una dimension:

ou 0%u
gﬂhw—c5gax) 0<t,0<x</?
u(0,x) = f(x) 0<x< /!

Dondec es la difusibidad térmica de la barra.

Para resolver este problema, Fourier utiliza su métodaitavde separacion de variable€n primer
lugar, se buscan soluciones que sean funciones con lableargeparadas:

u(t,x) = T(t)X(x) (21)

Supondremos en lo que sigue due Tty ¢ = 1. Sustituyendo en la ecuaci@0j resulta:

, T _ X'(%)
T'(OXX) =T({A)X"(X) < T((t) = X(%)
Puesto que cada lado de esta Ultima igualdad depende siéatieeuna variable, deben ser ambos constantes,
esto es:
T X',
T XX
que da lugar a las dos ED ordinarias
X"(X)+AX(x) = 0

T/(t)+AT(t) = O

Las condiciones de contorno implicaft,0) = T (t)X(0) =0 y u(t, M) = T(t)X(1) = 0. Deducimos que, salvo
trivialidad, debe seX(0) = X(m) = 0. Llegamos asi al problema de valores propios:

X"(X)+AX(X) =0,  X(0)=X(1m) =0 (22)
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La ecuaciénX”(x) + AX(x) = 0 es una ED ordinaria cuyas soluciones dependen de las d&kpslinomio
caracteristica® + A = 0 y vienen dadas por:

A>0 = X(X)=cicog VAX) + coser(vAX)
A=0 = X(X)=cx+¢e
A<0 = X(x)=cycoshx)+ c;senltix)

Es facil comprobar que en los casos- 0 y A < 0 las condicioneX(0) = X (1) = 0 implican quec; = ¢, =0.
En el caso\ > 0, la condiciénX (0) = 0 implica quec; = 0, y X (1) = 0 implica que sef/At) = 0 lo que,
como buscamos soluciones no triviales, exige xjgen® paranc N.

Obtenidos los posibles valores Mededucimos facilmente las soluciones elementaleg@e (
Un(t,X) =e "tseninx) n=1,23,... (23)

Aplicando el principio de superposicion también sera délucualquier combinacion lineal finita de las fun-
ciones anteriores, es decir:
brus (t,X) + baua(t,X) + - - - + bpun(t, X)

Sin embargo, Fourier va mas alla y afirma, sin preocuparsesiado sobre los problemas de convergencia,
gue también la siguiente funcidn es solucion de la ecuaa@boador:

8

u(t,x) = Y bye ™'ser(nx) (24)
n=1

Y para que esto sea asi, necesita que se satisfaga la coniiicial u(0,x) = f(x). Por lo tanto, necesita
poder desarrollar la funciéf(x) en la forma:

f(x) =Y bnser(nx) (25)
n=1

Parece que la historia se repite, pues Fourier se encuémra eon el problema de la determinacién de los
coeficiented,,, algo que no habian sabido resolver Euler, dAlembert, Dn@dli y Lagrange. Pues Fourier
logré calcularlos por un camino muy indirecto y con razorertas que fueron muy criticados en su momento.
Para ello desarrollaba la funcidiix) en serie de Taylor y lo mismo hacia con las funcione$rsgty, después
de bastantes célculos obtuvo como solucién:

by = % Of f (x) ser(nx) dx (26)

En aquél tiempo, la integral se usaba principalmente cortideaivada, al estilo de Newton. Esta inter-
pretacion suponia implicitamente que una funcién no padégiarse si no tenia una primitiva, cosa que en
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general no es cierta. Llegado aqui, Fourier hace una oltsé&mvauy importante y es que las integrales repre-
sentan areas. Esta interpretacion de las integralegggrn@ce que Fourier afirme que la funcibpuede ser
completamente arbitraria pues, siendo el area algo wduptra cualquier funcién, las formulaasf que dan
los coeficientes tiene sentido cualquiera §eBe hecho, Fourier afirmé mas, pues dijo que la s& éra
convergente en todo puntal valor f (X).

Por cierto, a Fourier le debemos la notacjéjrpara la integral definida.
Acabamos de asistir al nacimiento de las series de Fousaoiveniente dar una definicion general.

La serie de Fourier de una funcidr(a la que suponemos definida ferrt, 1) es

% + n; (ancognx) + by sen(nx)) (27)
donde N N
an = %{fn f(x)cognx)dx, bn= %{fn f (x) ser(nx) dx (28)

Los numeros, y b, asi definidos, se llamasoeficientes de Fouriede f.

Las series de Fourier son un tipo particular de series taguaitricas. Resulta llamativo que las formulas
que dan los coeficientes de Fourier pueden obtenerse plriilena igualdad

ao (o]

> Z (axcog(kx) + by ser(kx)) (29)
multiplicandola por sefmx) y cognx) e integrando término a término (lo que no era problema endegégue
consideramos), teniendo en cuenta las relaciones de odbdad:

T
jser(nx) cofmxdx=0 (n,m=0,12,...)

—T

fser(nx) ser{(mx) dx = fcos(nx) cofmxdx =0 (n=#m)
fser?(nx) dx = fcos?(nx) dx=m (n=12...)

Lo que no es nada claro es que la iguald2@) 6ea cierta. Este es uno de los muchos problemas que plantean
las series de Fourier.
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